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Extensions panache´es autoduales.
Daniel BERTRAND (∗)
Novembre 2010 (1)
Abstract : we study self-duality of Grothendieck’s blended extensions in the context of
a tannakian category. The set of equivalence classes of symmetric, resp. antisymmet-
ric, blended extensions is naturally endowed with a torsor structure, which enables us to
compute the unipotent radical of the associated monodromy groups in various situations.
La notion d’extension panache´e dans une cate´gorie abe´lienne a e´te´ introduite par
Grothendieck [G], en liaison avec la construction d’accouplements de monodromie relatifs
a` une varie´te´ abe´lienne semi-stable. Nous en rappelons la de´finition au §1.
Lorsque la cate´gorie ambiante est tannakienne, on peut parler du dual d’une exten-
sion panache´e. C’est encore une extension panache´e, et nous de´crivons au §2 les types
d’autodualite´ qu’elle peut pre´senter. Meˆme s’il est proche de celui des biextensions, notre
point de vue reste line´aire. Il met en valeur la structure de torseur dont est muni l’ensemble
des classes d’isomorphisme d’extensions panache´es autoduales: voir le The´ore`me 1 du §2.
Les aspects biline´aires sont ainsi ramene´s a` des calculs e´le´mentaires (§2, Lemme 5) sur la
dualite´ dans les extensions ordinaires.
Une fois e´tabli le caracte`re autodual d’une extension panache´e M , elle acquiert au-
tomatiquement un signe (§2, Lemme 4), et ce signe permet de cerner la partie unipotente
du “groupe de monodromie” GM auquelM donne naissance. C’est le the`me du §3, ou` nous
re´duisons la question a` la description, classique, de certains sous-groupes paraboliques du
groupe orthogonal ou symplectique. Pour un e´nonce´ pre´cis, voir le The´ore`me 2 du §3, ainsi
que son corollaire, qui recouvre a` la fois les re´sultats de Ribet [R] sur les repre´sentations
ℓ-adiques attache´es aux 1-motifs, et ceux de [B2] sur les groupes de Galois de certaines
e´quations diffe´rentielles.
(∗) Adresse de l’auteur : Institut de Mathe´matiques de Jussieu ; bertrand@math.jussieu.fr
Mots clefs : extensions panache´es; cate´gories tannakiennes; repre´sentations unipotentes.
Classification AMS : 20 G 05, 20 L 05.
(1) On trouvera une premie`re version, non publie´e, de ce texte dans [B3].
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§1. Rappels sur les extensions panache´es
Soient T une cate´gorie abe´lienne, et A,B,N trois objets de T. Fixons deux suites
exactes de T :
0−→A
j
−→M1
π
−→N−→0 , 0−→N
ι
−→M2
̟
−→B−→0 .
Une extension panache´e de M2 par M1 est, selon Grothendieck ([G], §9.3), la donne´e
d’un diagramme commutatif de suites exactes:
0 0y
y
0 −→ A
j
−→ M1
π
−→ N −→ 0∥∥∥
yι˜
yι
0 −→ A
j˜
−→ M
π˜
−→ M2 −→ 0y ˜̟
y̟
B = By
y
0 0 ,
les deux 1-extensions (horizontale et verticale) ou` s’inscrit l’objet M ve´rifiant donc :
ι∗(M) ≃ M1, π∗(M) ≃ M2. Le choix du rele`vement ι˜ de ι et du prolongement π˜ de π
fait partie de la de´finition de l’extension panache´e, meˆme si nous la noterons abusivement
M . Lorsque T est tannakienne, le dual Mˇ de M est naturellement muni d’une structure
d’extension panache´e (Mˇ, t ˜̟ , tj˜) de la 1-extension Mˇ1 de Aˇ par Nˇ par la 1-extension Mˇ2
de Nˇ par Bˇ.
Un morphisme F : M → M ′ entre deux extensions panache´es de M2 par M1 est un
T-morphisme induisant l’identite´ sur M1 et sur M2. En particulier, tout endomorphisme
d’une extension panache´e M est un automorphisme, de la forme idM + j˜ ◦ f ◦ ˜̟ pour un
unique e´le´ment f de Hom(B,A). Dans le meˆme esprit, les fle`ches ψ :M → Mˇ intervenant
au §2 dans la de´finition des extensions panache´es autoduales induisent des T-morphismes
fixe´s Φ :M1 → Mˇ2, ε tΦ :M2 → Mˇ1 sur les 1-extensions de de´part.
Soit E ∈ Ext2(B,A) le produit de Yoneda de la classe de M1 dans Ext1(N,A) par
celle de M2 dans Ext
1(B,N). On peut repre´senter E par la suite exacte:
0−→A
j
−→M1
e
−→M2
̟
−→B−→0 ,
2
ou` e = ιoπ. Une autre fac¸on de voir E consiste a` conside´rer la suite exacte :
Ext1(B,A)
j∗
−→Ext1(B,M1)
π∗−→Ext1(B,N)
δM1−→Ext2(B,A)
attache´e a` l’extension M1. On a alors:
E = δM1(M2),
de sorte que E est nulle si et seulement si la classe deM2 appartient au noyau de δM1 , c’est-
a`-dire a` l’image de π∗ , c’est-a`-dire encore si et seulement si M2 et M1 sont “panachables”.
Ainsi :
Lemme 1 ([G], 9.3.8.c) : les deux 1-extensions M2,M1 de T sont panachables si et seule-
ment si leur produit de Yoneda est nul dans Ext2(B,A).
Cet e´nonce´ fournit a` rebours un crite`re commode pour ve´rifier qu’une 2-extension de
B par A, donne´e par une suite exacte a` 4 termes, est e´quivalente a` la 2-extension triviale.
Comme le note Grothendieck, l’ensemble Extpan(M2,M1) des classes d’isomorphisme
d’extensions panache´es de M2 par M1 est naturellement muni d’une action du groupe
Ext1(B,A), de´finie de la fac¸on suivante. A` isomorphisme pre`s, le translate´ M ∗ U d’une
extension panache´e M de M2 par M1, par une 1-extension U de B par A, est la somme
de Baer de M et de j∗(U), vues comme des 1-extensions de B par M1; puisque π∗(M ∗U)
= π∗(M) + π∗oj∗(U) = π∗(M) = M2 dans Ext
1(B,N), et que les isomorphismes associe´s
fournissent un prolongement canonique de π a` M ∗ U , il s’agit la` bien d’une extension
panache´e de M2 par M1.
Lemme 2 ([G], 9.3.8.b) : pour cette action (et s’il est non vide), l’ensemble Extpan(M2,M1)
des classes d’isomorphisme d’extensions panache´es de M2 par M1 est un torseur sous le
groupe Ext1(B,A).
Nous rappelons dans un appendice comment e´tablir cette proprie´te´, et montrons que
l’autre fac¸on naturelle de faire agir Ext1(B,A) sur Extpan(M2,M1) conduit a` la meˆme
construction. En particulier, le Lemme A.1 de l’appendice permettrait, sous l’hypothe`se
de rigidite´ de´crite ci-dessous, de munir l’ensemble P(B,N,A) des classes d’e´quivalence
d’extensions panache´es d’une 1-extension (non spe´cifie´e) de B par N , par une 1-extension
(non spe´cifie´e) de N par A, d’une structure de biextension de Ext1(B,N) × Ext1(N,A)
par Ext1(B,A). Nous n’en ferons pas usage dans ce qui suit.
Signalons dans une direction voisine l’ensemble F(B,N,A) introduit (dans un cadre
plus ge´ne´ral) dans [RSZ], §2.3.1, pour e´tudier les classes d’isomorphisme d’objets M de
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T munis d’une filtration a` 3 crans a` gradue´s A,N,B donne´s. Les automorphismes de M
n’induisent plus ne´cessairement l’identite´ sur les extensions interme´diairesM1,M2, de sorte
que des extensions panache´es non isomorphes peuvent fournir des objets filtre´s isomorphes.
Mais si
Hom(N,A) = 0 , Hom(B,N) = 0 ,
les 1-extensions M1 et M2 n’ont pas d’automorphismes non triviaux, et on peut alors
identifier P(B,N,A) et F(B,N,A). Pour simplifier l’expose´, c’est sous cette hypothe`se
de rigidite´ que nous nous plac¸ons maintenant. Voir e´galement [BK], E.3.2.
§2. Extensions panache´es autoduales.
On suppose de´sormais que T est une cate´gorie tannakienne neutre sur un corps k de
caracte´ristique nulle, dont on note 1 = 1ˇ l’objet neutre, .ˇ la dualite´, t. la transposition sur
les morphismes (et en abre´ge´: Ext1 = Ext). Tout objet de T s’identifie canoniquement a`
son bidual, et tout morphisme a` son bitranspose´e (cf. [DM], 1.7). On se propose d’e´tudier,
dans T, les extensions panache´es qui sont “autoduales en un sens panache´”.
Plus pre´cise´ment, partons d’objets A, B, N et de 1-extensions M1, M2 comme au §1,
pour lesquels on suppose dans toute la suite que
A ≃ Bˇ , N ≃ Nˇ , Hom(N,A) = 0 (0)
(de sorte que Hom(B,N) ≃ Hom(B, Nˇ) est e´galement nul), et fixons deux isomorphismes
φ : N → Nˇ et λ : A→ Bˇ, ainsi qu’un signe ε ∈ {−1, 1}, tels que
• le transpose´ de φ ve´rifie tφ = εφ ;
• les extensions λ∗M1 et φ∗Mˇ2 sont e´gales dans Ext(N, Bˇ) (ou encore, par trans-
position, (tφ)∗M2 = (
tλ)∗Mˇ1 dans Ext(B, Nˇ)); autrement dit, il existe un rele`vement
Φ :M1 → Mˇ2 de φ, unique d’apre`s l’hypothe`se de rigidite´ faite sur M1 et M2, induisant λ
sur A :
0 −→ A
j
−→ M1
π
−→ N −→ 0yλ
yΦ
yφ (1)
0 −→ Bˇ
t̟
−→ Mˇ2
tι
−→ Nˇ −→ 0.
Supposons enfin M2 et M1 panachables, et soit M une extension panache´e de M2 par
M1. On dira que M est autoduale relativement a` Φ (ou, moins pre´cise´ment, autoduale au
sens panache´) si Φ s’e´tend en un morphisme ψ :
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0 −→ M1 −→ M −→ B −→ 0yΦ
yψ
yµ=εtλ (2)
0 −→ Mˇ2 −→ Mˇ −→ Aˇ −→ 0
de M sur Mˇ , tel que le morphisme µ induit par ψ sur B par passage au quotient soit
e´gal a` εtλ (2). De fac¸on ge´ne´rale, on notera Extpanaut(M2,M1,Φ) l’ensemble des classes
d’isomorphismes d’extensions panache´esM deM2 parM1 qui sont autoduales relativement
a` Φ. On verra au Lemme 4 ci-dessous que M est dans ce cas automatiquement munie d’au
moins une autodualite´ ψ = εtψ :M → Mˇ de meˆme signe que φ.
Notant Ext±(B, Bˇ) le groupe des classes d’isomorphisme d’extensions C de B par Bˇ
telles que Cˇ ≃ ±C, on peut alors pre´ciser la Proposition 9.3.8.b de [G] de la fac¸on suivante.
The´ore`me 1 : Extpanaut(M2,M1,Φ) est non vide, et est de fac¸on naturelle un torseur
sous le groupe Extε(B, Bˇ). En particulier, il co¨ıncide avec Extpan(M2,M1) si Ext(B, Bˇ) =
Extε(B, Bˇ), et est re´duit a` un e´le´ment si Ext(B, Bˇ) = Ext−ε(B, Bˇ).
De´monstration : soit M une extension panache´e de M2 par M1. L’existence du prolonge-
ment ψ de Φ de´crit par le diagramme (2) e´quivaut, apre`s transposition, a` l’e´galite´
λ∗M = ε(
tΦ)∗Mˇ dans Ext(M2, Bˇ).
Mais les deux extensions en question sont en fait des extensions panache´es de M2 par
φ∗Mˇ2 : c’est clair pour la seconde, et cela re´sulte pour la premie`re de l’identification
canonique λ∗M1
∼
−→φ∗Mˇ2 fournie par nos hypothe`ses (voir (0) et (1)). Il existe donc un
unique e´le´ment
γM = γM,Φ ∈ Ext(B, Bˇ)
tel que
λ∗M = ε(
tΦ)∗Mˇ ∗ γM
dans le Ext(B, Bˇ)-torseur Extpan(M2, φ
∗Mˇ2).
(2) Cette deuxie`me condition de´coule automatiquement de la premie`re si Hom(M1, A)
= Hom(B,M2) = 0 (cf. Note (3) plus bas), mais pas en ge´ne´ral (penser au cas d’extensions
scinde´es). Nos conditions sont ne´anmoins compatibles a` la de´finition donne´e dans [By],
2.1.4 et [M], 4.2.6, de polarisation sur un 1-motif, en ce sens qu’un 1-motif est polarisable
si et seulement si l’extension panache´e qui lui correspond est autoduale, avec ε = −1. Voir
la Note (4) ci-dessous pour une justification de ce signe.
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Cette extension γM de B par Bˇ mesure ainsi l’obstruction a` l’autodualite´ deM relative
a` Φ. Sa duale dans T ve´rifie :
Lemme 3 : sous les hypothe`ses du diagramme (1), on a dans Ext(B, Bˇ) :
ˇ(γM ) = −εγM .
De´monstration du Lemme 3 : conside´rons la suite exacte
0 = Hom(N, Bˇ)
(.)∗M2
−→ Ext(B, Bˇ)
̟∗
−→ Ext(M2, Bˇ)
ι∗
−→ Ext(N, Bˇ)
attache´e a` M2. Les extensions λ∗M et ε(
tΦ)∗Mˇ se projetant respectivement sur λ∗M1 et
ε(tφ)∗Mˇ2 = φ
∗Mˇ2, qui sont e´gales par hypothe`se dans Ext(N, Bˇ), l’injectivite´ ici suppose´e
de ̟∗ permet de de´finir γM comme l’unique e´le´ment γ = γM de Ext(B, Bˇ) tel que
λ∗M − ε(
tΦ)∗Mˇ = ̟∗γ dans Ext(M2, Bˇ). (3)
Plus pre´cise´ment, nos extensions sont des extensions panache´es de M2 par φ
∗Mˇ2 :
0 0y
y
0 −→ Bˇ
t ˆ̟
−→ {λ∗M1
∼
−→φ∗Mˇ2} −→ N −→ 0∥∥∥
y
y
0 −→ Bˇ −→ λ∗M resp. ε(tΦ)∗Mˇ −→ M2 −→ 0y
y̟
B = By
y
0 0 ,
,
ou` t ˆ̟ de´signe le morphisme de Bˇ dans φ∗Mˇ2 sous-jacent au diagramme (1), et l’on a :
λ∗M = ε(
tΦ)∗Mˇ ∗ γ dans Extpan(M2, φ
∗Mˇ2).
D’apre`s le lemme A.1 de l’appendice, la relation (3) s’e´crit donc aussi :
λ∗M − ε(
tΦ)∗Mˇ = t ˆ̟ ∗γ dans Ext(B, φ
∗Mˇ2).
6
Poussons cette derniere relation dans Ext(B, Mˇ2) par le morphisme canonique
φˆ : φ∗Mˇ2 → Mˇ2
(avec φˆ ◦ t ˆ̟ = t̟ : Bˇ → Mˇ2.) Comme λ∗M ∈ Ext(B, λ∗M1)
∼
−→ Ext(B, φ∗Mˇ2) se
pousse sur Φ∗M ∈ Ext(B, Mˇ2), tΦ∗Mˇ sur tλ∗Mˇ , et t ˆ̟ ∗γ sur t̟∗γ, on obtient:
Φ∗M − ε
tλ∗Mˇ = t̟∗γ dans Ext(B, Mˇ2),
d’ou` par dualite´:
λ∗M − ε
tφ∗Mˇ = −ε̟∗γˇ dans Ext(M2, Bˇ).
Cette dernie`re relation, jointe a` (3) et a` l’injectivite´ de ̟∗, montre bien que γˇ = −εγ.
Fin de la preuve du The´ore`me 1 : pour δ ∈ Ext(B,A), posons δ′ = λ∗δ ∈ Ext(B, Bˇ).
Montrons d’abord que si on remplace M ∈ Extpan(M2,M1) par M ∗ δ, l’obstruction γM
a` l’autodualite´ de M devient
γM∗δ = γM + δ
′ − εδˇ′ ∈ Ext(B, Bˇ).
Dans ce passage,M devient en effetM+̟∗δ dans Ext(M2, A), et λ∗M donne λ∗M+̟
∗λ∗δ
dans Ext(M2, Bˇ). Comme M devient M + j∗δ dans Ext(B,M2), Mˇ donne Mˇ +
tj
∗
δˇ dans
Ext(Mˇ2, Bˇ), et
tΦ∗Mˇ devient tΦ∗Mˇ +̟∗( ˇλ∗δ) dans Ext(M2, Bˇ) (rappelons que Φoj =
t̟oλ, cf. (1)). Finalement, ̟∗γM = λ∗M − εtφ∗Mˇ devient ̟∗γM +̟∗λ∗δ − ε̟∗ ˇ(λ∗δ),
et γM est ainsi bien remplace´ par γM + δ
′ − εδˇ′.
Faisons maintenant agir les e´le´ments δ′ = εδˇ′ de Extε(B, Bˇ) sur les objets M ∈
Extpan(M2,M1) en posant M + δ
′ = M ∗ λ−1∗ δ
′. Si M ∈ Extpanaut(M2,M1,Φ), i.e.
si γM = 0, il en sera de meˆme de l’obstruction γM∗δ = γM a` l’autodualite´ de M + δ
′.
Inversement, tout objet M ′ de Extpanaut(M2,M1,Φ) s’e´crit de fac¸on unique M ∗ δ dans
Extpan(M2,M1), ou` λ∗δ := δ
′ ve´rifie: δ′−εδˇ′ = γM ′−γM = 0, de sorte qu’on a bien alors
δ′ ∈ Extε(B, Bˇ) et M ′ =M + δ′.
Enfin, Extpanaut(M2,M1,Φ) est non vide : pour tout M ∈ Extpan(M2,M1), l’obst-
ruction γM ∈ Ext−ε(B, Bˇ) peut d’apre`s le Lemme 3 s’e´crire εδˇ′ − δ′, avec δ′ = −
1
2γM (la
division par 2 a un sens, puisque 1
2
∈ k ⊂ End(B)); remplac¸ant M par M ′ = M ∗ λ−1∗ δ
′,
on obtient γM ′ = 0, d’ou` un e´le´ment M
′ dans Extpantaut(M2,M1,Φ).
On peut par ailleurs pre´ciser de combien de fac¸ons, et avec quel signe, Φ se prolonge
de fac¸on panache´e aux e´le´ments M de Extpanaut(M2,M1,Φ). Posant Hom±(B, Bˇ) =
{v ∈ Hom(B, Bˇ),t v = ±v}, on obtient :
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Lemme 4 : Soit M ∈ Extpanaut(M2,M1,Φ). L’ensemble Isoautε(M,Φ) des isomor-
phismes ψ : M → Mˇ prolongeant de fac¸on panache´e Φ avec la parite´ de φ (i.e. tels que
tψ = εψ) est non vide, et est naturellement muni d’une struture de torseur sous le groupe
Homε(B, Bˇ).
De´monstration : montrons d’abord que pour tout prolongement panache´ ψ de Φ a` M , il
existe un e´le´ment v de Hom−ε(B, Bˇ) tel que
ψ = εtψ + t ˜̟ v ˜̟ ∈ Hom(M, Mˇ).
En effet, le diagramme (2) induit :
0 −→ A
j˜
−→ M −→ M2 −→ 0yλ
yψ
yψ
0 −→ Bˇ
t ˜̟
−→ Mˇ −→ Mˇ1 −→ 0 ,
ainsi que, par passage au quotient :
0 −→ N −→ M2 −→ B −→ 0yφ
yψ
yµ
0 −→ Nˇ −→ Mˇ1 −→ Aˇ −→ 0.
Comme l’extension M1 n’a pas d’automorphisme et que
tµ = ελ par de´finition(3) de ψ,
la comparaison de ce dernier diagramme au transpose´ de (1) donne ψ = ε tΦ. Ainsi,
εψ−1 tψ est un automorphisme de l’extension panache´e M , donc de la forme idM + j˜u ˜̟
pour un e´le´ment u de Hom(B,A). Comme ψj˜ = t ˜̟λ, on conclut en posant v = −λu, qui
appartient bien a` Hom−ε(B, Bˇ) puisque
t ˜̟ (tv + εv) ˜̟ = 0.
Dans ces conditions, l’isomorphisme ψ′ := ψ −t ˜̟ ( 12v) ˜̟ = ε
tψ′ : M → Mˇ prolonge
encore Φ de fac¸on panache´e. Donc Isoautε(M,Φ) est non vide, et on ve´rifie par le meˆme
argument que supra que la loi (ψ,w)→ ψ +t ˜̟w ˜̟ en fait un torseur sous Homε(B, Bˇ).
En liaison avec la description cohomologique qu’en donne B. Kahn dans [K], A.15,
calculons pour terminer les groupes structuraux Ext±(B, Bˇ) du the´ore`me 1. E´tant donne´
deux objets A,B de la cate´gorie (rigide) T et une extension C de B par A, notons F (C)
(3) Sous la seule hypothe`se que ψ prolonge Φ, on obtient (λ−εtµ)∗M1 = (φ−εtφ)∗Mˇ2 = 0
dans Ext(N, Bˇ). Conside´rant la suite exacte Hom(M1, Bˇ) → Hom(A, Bˇ) → Ext(N, Bˇ)
attache´e a` l’extension M1, on en de´duit que la condition de quotient µ = ε
tλ est automa-
tiquement satisfaite si Hom(M1, A) ≃ Hom(M1, Bˇ) est re´duit a` 0 (cf. Note (2)).
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l’extension de 1 par Bˇ ⊗ A ≃ Hom(B,A), image inverse de l’extension 0 → Bˇ ⊗ A →
Bˇ ⊗C → Bˇ ⊗B → 0 sous le morphisme naturel de 1 dans Bˇ ⊗B. Pour tout couple A,B,
on obtient ainsi un isomorphisme
F : Ext(B,A)
∼
−→ Ext(1, Bˇ ⊗A).
De´signons encore par t : Bˇ ⊗ A → A ⊗ Bˇ la contrainte de commutativite´, identifie´e par
l’isomorphisme de bidualite´ (Aˇ).ˇ ≃ A a` la transposition sur Hom(B,A), et, pour A = Bˇ
et ε = ±1, par ⊗2εBˇ le noyau de t− ε id sur ⊗
2Bˇ (autrement dit, ⊗2− = Λ
2,⊗2+ = S
2).
Lemme 5 : i) pour tout C ∈ Ext(B,A), de duale Cˇ ∈ Ext(Aˇ, Bˇ), on a
F (Cˇ) = −t∗F (C) dans Ext(1, A⊗ Bˇ) ;
ii) en particulier, pour tout B ∈ T et tout ε = ±1, F induit un isomophisme de Extε(B, Bˇ)
sur Ext(1,⊗2−εBˇ).
De´monstration: i) notons i, p les morphismes sous-jacents a` l’extension C. On a, en identi-
fiant 1 a` son image dans Bˇ⊗B (et, pour simplifier l’e´criture, les objets de T a` des modules
sur une k-alge`bre R) :
F (C) = {f ∈ Hom(B,C), ∃ α := p˜(f) ∈ R, p ◦ f = α idB}.
De meˆme, F (Cˇ) = {tg ∈ Hom(Aˇ, Cˇ), ∃ β := p˜′(tg) ∈ R, ti ◦ tg = t(g ◦ i) = βidAˇ}.
Conside´rons alors le morphisme de F (C) dans F (Cˇ) qui envoie f sur le transpose´ de
g := p˜(f)idC − f ◦ p : C → A. Il induit sur le noyau Hom(B,A) de p˜ l’application
f 7→ t(−f) ∈ Hom(Aˇ, Bˇ) = Ker(p˜′), et par passage aux quotients, l’application identite´
sur 1, puisque (α idC − f ◦ p) ◦ i = α idA. Par conse´quent, F (Cˇ) = (t ◦ [−1])∗F (C) =
t∗([−1]∗F (C)) = −t∗F (C) dans Ext(1, A⊗ Bˇ).
ii) F de´finit un isomorphisme de Ext(B, Bˇ) sur Ext(1,⊗2Bˇ), et on de´duit de i) que
Cˇ ≃ εC si et seulement si t∗(F (C)) ≃ −ǫF (C).
Sous les hypothe`ses du diagramme (1), on peut donc e´noncer, en paraphrase du
the´ore`me 1 :
- si Ext(1,⊗2εBˇ) = 0, toute extension panache´e de M2 par M1 est autoduale ;
- si Ext(1,⊗2−εBˇ) = 0, il existe une unique extension panache´e autoduale de M2 par M1.
§3 Application aux repre´sentations unipotentes
Soient M une extension panache´e dans la cate´gorie tannakienne neutre T, ω un fonc-
teur fibre sur k, et GM/k le groupe alge´brique a` travers lequel le sche´ma en groupes
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Aut⊗k (ω) agit sur le k-espace vectoriel ω(M). On reprend les hypothe`ses du de´but du §2,
et on suppose que
M ∈ Extpanaut(M2,M1,Φ).
On fixe l’un des prolongements panache´s et ε-syme´triques de Φ a`M , soit ψ, dont l’existence
est assure´e par le lemme 4. Alors, ψ de´finit sur ω(M) une forme biline´aire non de´ge´ne´re´e ε-
syme´trique, qu’on notera encore ψ, et ω(A) ⊂ ω(M) est un sous-espace totalement isotrope
pour ψ, dont l’orthogonal dans ω(M) s’identifie a` ω(M1) (puisque ψ envoie ω(M1) (resp.
ω(A)) sur l’espace ω(Mˇ2) (resp. ω(Bˇ)) des e´quations de ω(A) (resp. ω(M1)) dans ω(M)).
Autrement dit, la filtration naturelle A ⊂ M1 ⊂ M de l’extension panache´e M fournit la
filtration standard de l’espace ε-syme´trique (ω(M), ψ)
Wψ : ω(A) ⊂ ω(A)
⊥ = ω(M1) ⊂ ω(M)
attache´e a` son sous-espace totalement isotrope ω(A). Le groupe GM est donc contenu dans
le sous-groupe parabolique Pω(A) := AutWψ (ω(M)) du groupe orthogonal ou symplectique
Autψ(ω(M)) attache´ a` cette filtration. Les radicaux unipotents W−1GM ⊂ W−1Pω(A) de
ces groupes sont forme´s des automorphismes induisant l’identite´ sur le gradue´ de Wψ .
Le sous-groupe normalW−2Pω(A) = {g ∈ Pω(A), (g−id)(ω(M)) ⊂ ω(A)} deW−1Pω(A)
intersecteW−1GM suivant un sous-groupeW−2GM , que nous allons maintenant de´terminer,
en supposant que W−1GM/W−2GM ⊂ W−1Pω(A)/W−2Pω(A) ≃ Hom(ω(B), ω(N)) (cf.
Lemme 6 ci-dessous) est aussi gros que possible. Pour tout δ′ ∈ Ext(B, Bˇ), on pose,
comme dans la preuve du theore`me 1 : M+δ′ :=M ∗λ−1∗ δ
′, et on noteW−2Gδ′ =W−1Gδ′
le radical unipotent du groupe alge´brique Gδ′ .
The´ore`me 2 : Soit M une extension panache´e de M2 par M1, munie d’un isomor-
phisme Φ : M1 → Mˇ2 ve´rifiant les hypothe`ses du diagramme (1) du §2, et telle que
W−1GM/W−2GM = Hom(ω(B), ω(N)).
i) Si M ∈ Extpanaut(M2,M1,Φ), alors W−2GM = Hom−ε(ω(B), ω(Bˇ)).
ii) De fac¸on ge´ne´rale, il existe un unique e´le´ment δM de Ext−ε(B, Bˇ) telM
′ =M+δM
appartienne a` Extpanaut(M2,M1,Φ). Alors, W−2GM ′ = Hom−ε(ω(B), ω(Bˇ)), W−2GδM
est contenu dans Homε(ω(B), ω(Bˇ)), et W−2GM ≃W−2GM ′ ⊕W−2GδM .
La de´monstration du the´ore`me 2 repose sur deux ingre´dients. Le premier, qui est
classique (voir par exemple [Bo], p. 16, ou [Sh], Lemme 2.10), donne la structure du
parabolique PA attache´ a` un sous-espace totalement isotrope A d’un espace ε-syme´trique
(M, ψ). Si φ de´signe la forme ε-syme´trique non de´ge´ne´re´e induite par ψ sur le quotient
N = A⊥/A, et µ l’isomorphisme de B =M/A⊥ sur Aˇ induit par ψ, on obtient :
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Lemme 6 : avec les notations pre´ce´dentes,
W−2PA = {z˜ ∈ Hom(B,A), tµoz˜ := z ∈ Hom−ε(B, Bˇ)},
et le radical unipotent W−1PA de PA est isomorphe au produit semi-direct du groupe
Hom(B,N) par le groupe Hom−ε(B, Bˇ), muni de la loi
(z, ν)(z′, ν′) = (z + z′ + 12(φ(ν, ν
′)− φ(ν′, ν)), ν + ν′).
Par φ(ν, ν′) : B → Bˇ, j’entends le morphisme b 7→ φ(ν, ν′)(b)(.) = φ(ν(b), ν′(.)), d’ou`
pour ν = β⊗n, ν′ = β′⊗n′ ∈ Bˇ⊗N : φ(ν, ν′)−φ(ν′, ν) = φ(n, n′)(β⊗β′−εβ′⊗β) ∈ ⊗2−εBˇ.
En particulier, l’image sous tµ−1 du sous-groupe de´rive´ de W−1PA, qui est engendre´e par
les φ(ν, ν′)− φ(ν′, ν) ou` ν, ν′ ∈ Hom(B,N), remplit tout Hom−ε(B, Bˇ). Ainsi,
W−2PA = (W−1PA)
der ≃ Hom−ε(B, Bˇ),
W−1PA/W−2PA = (W−1PA)
ab ≃ Hom(B,N) (4) .
De´monstration : si a = dimA, h = dimN, il existe une base de M dans laquelle la matrice
repre´sentative de la forme ψ est donne´e par


0 0 εIa
0 Jh 0
Ia 0 0

 ,
ou` tJh = εJh repre´sente la forme ε-syme´trique φ sur N, et εIa l’isomorphisme µ = ε
tλ de
B vers Aˇ. Le parabolique PA est alors repre´sente´ par le groupe des matrices
g ∈ GL2a+h(k), g =


α tξ ζ
0 σ ν
0 0 tα−1

 ,
avec α ∈ GLa(k) ≃ Aut(A), ν ∈ Mh,a(k) ≃ Hom(B,N), σ ∈ GLh,Jh(k) ≃ Autφ(N),
tξ = −αtνJhσ, et enfin ζ = α(z −
1
2
t
νJhν), ou` z parcourt le groupe des matrices
Z = {z ∈Ma,a(k),
t z = −εz},
i.e. le groupe {z˜ ∈ Hom(B,A), tµoz˜ := z ∈ Hom−ε(B, Bˇ)}. Son radical unipotent est
donc donne´ par
W−1PA ≃ {g ∈ GL2a+h(k), g =


Ia
tξ ζ
0 Ih ν
0 0 Ia

},
avec ν ∈Mh,a(k), ξ = −εJhν, ζ = z −
1
2
t
νJhν, tandis que W−2PA ≃ Z.
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Le deuxie`me ingre´dient de la preuve a de´ja` e´te´ invoque´ dans [B2], Lemma 2.1.
Lemme 7 : soient n une alge`bre de Lie nilpotente, d’alge`bre de´rive´e Dn, et g une sous-
alge`bre de Lie de n. Alors, g = n si (et seulement si) g/g ∩Dn = n/Dn.
De´monstration : on ve´rifie par re´currence que la se´rie centrale descendante
C1g = g ⊃ C2g = Dg ⊃ ... ⊃ Cig = [Ci−1g, g] ⊃ ...
de g ve´rifie: Cig + Ci+1n = Cin, de sorte que Cig → Cin/Ci+1n est surjective pour tout
i. Mais Cin = 0 pour i >> 0, donc Cig = Cin pour tout i.
De´monstration du The´ore`me 2 :
i) soit n l’alge`bre de Lie du radical unipotent W−1Pω(A) du groupe parabolique
Pω(A) = AutWψ (ω(M)), et g celle de W−1G. D’apre`s l’identite´ (4), Dn = LieW−2Pω(A),
et n/Dn ≃ LieHom(ω(B), ω(N)). Comme W−2GM = GM ∩W−2Pω(A), l’hypothe`se de
l’e´nonce´W−1GM/W−2GM = Hom(ω(B), ω(N)) revient donc a` dire que g/g∩Dn = n/Dn.
Le lemme 7 entraˆıne alors que W−1GM = W−1Pω(A), et qu’en particulier W−2GM =
W−2Pω(A) = Hom−ε(ω(B), ω(Bˇ)).
ii) on a vu au the´ore`me 1 que δM := δ
′ = −12γM ve´rifie la condition demande´e. Si
M s’e´crit aussi M ′′ − δ′′ avec δ′′ ∈ Ext−ε(B, Bˇ) et M
′′ autoduale, la structure de torseur
de Extpanaut(M2,M1,Φ) fournit un e´le´ment θ ∈ Extε(B, Bˇ) tel que M ′′ = M ′ + θ, d’ou`
θ = δM−δ′′ dans Ext(B, Bˇ) = Ext+(B, Bˇ)⊕Ext−(B, Bˇ), et δM = δ′′. Dans ces conditions,
W−2GδM ⊂ Homε(ω(B), ω(Bˇ)). Les images dans Hom(ω(B), ω(Bˇ)) de W−2GM ′ et de
W−2GδM sont donc line´airement inde´pendantes, et W−2GM s’envoie surjectivement sur
chacune d’elles; en effet, toute extension panache´e M deM2 parM1 (resp. toute extension
δ de B par Bˇ) de´finit un homomorphisme ξM (resp. ξδ) du sous-sche´ma en groupes de
Aut⊗k (ω) de´coupe´ par M1 ≃ Mˇ2, a` valeurs dans Hom(ω(B), ω(Bˇ)), dont l’image co¨ıncide
pre´cise´ment avec W−2GM (resp. W−2Gδ), et qui ve´rifie: ξM+δ = ξM + ξδ. Enfin, W−2GM
contient (W−1GM )
der ≃ (W−1GM ′)
der, qui coincide avec W−2GM ′ d’apre`s la premie`re
partie de la preuve. Donc W−2GM remplit tout W−2GM ′ ⊕W−2GδM .
En combinant le the´ore`me 2 a` la remarque donne´e a` la fin du §2, on obtient en
particulier :
Corollaire : sous les hypothe`ses du the´ore`me 2,
i) si Ext(1,⊗2εBˇ) = 0, alors M appartient a` Extpanaut(M2,M1,Φ), et par conse´quent,
W−2GM = Hom−ε(ω(B), ω(Bˇ)) ;
ii) si Ext(1,⊗2−εBˇ) = 0, alors il existe un unique e´le´ment δM de Ext(B,A) tel que M
′ =
M ∗ δM ∈ Extpanaut(M2,M1,Φ), et W−2GM ≃ Hom−ε(ω(B), ω(Bˇ))⊕W−2GδM .
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Applications :
1) Supposons que B soit un objet de T inversible (par exemple, que A = B = 1) et que
l’extension M1 ≃ φ∗(Mˇ2) n’admette de section au dessus d’aucun sous-objet non nul de
N . L’hypothe`seW−1GM/W−2GM ≃ Hom(ω(B), ω(N)) du the´ore`me 2 est alors satisfaite,
tandis que B ve´rifie trivialement : Ext(1,Λ2Bˇ) = 0. Les conclusions du corollaire au
the´ore`me 2 recouvrent dans ce cas l’ensemble des re´sultats de [B2], §3, sur les e´quations
diffe´rentielles autoduales et leurs groupes de Galois. Plus pre´cise´ment:
si ε = −1, l’extension panache´e M est automatiquement autoduale, et W−2GM =
Hom+(k, k) = k, alors que
si ε = 1, W−2GM ′ = Hom−(k, k) = 0, d’ou` W−2GM = W−2GδM , qui vaut 0 ou k
suivant que M est ou non autoduale.
Il serait inte´resssant de confronter le the´ore`me 2 a` la description the´orique du radical
unipotent des groupes de Galois diffe´rentiels obtenue par C. Hardouin [H] pour un produit
de trois ope´rateurs semi-simples arbitraires.
2) En remplac¸ant Bˇ = 1 et Nˇ par des tordues a` la Tate (et en prenant garde au signe(4) qui
apparaˆıt dans l’expression de la bidualite´ via les biextensions de Poincare´, cf. [G], 10.2.8,
et [D], 10.2.4), on retrouve e´galement les re´sultats de K. Ribet [R] sur les de´ge´ne´rescences
des repre´sentations galoisiennes attache´es aux 1-motifs de rangs torique et constant e´gaux
a` ρ = 1, et ceux de [B1] sur le radical unipotent de leurs groupes de Mumford-Tate.
L’influence de la relation Λ2Z = 0 sur ces e´nonce´s avait de´ja` e´te´ remarque´e par L. Breen
(voir, plus ge´ne´ralement, [Br]).
Lorsque ρ > 1, l’analogue pour les 1-motifs des hypothe`ses (i) ou (ii) du corollaire
n’est jamais satisfait. Mais il existe des 1-motifs autoduaux de rang constant arbitraire,
auquel le the´ore`me 2 s’appliquera. Ainsi, tout 1-motif polarise´ au sens de la Note (2)
(resp. “antipolarise´”), construit sur ρ points End(N )-line´airement inde´pendants d’une
varie´te´ abe´lienne complexe N , admet Sym2Qρ (resp. Λ2Qρ) en cran W−2 du radical
unipotent de son groupe de Mumford-Tate. Cette approche permet de retrouver, dans le
cas autodual, certains des re´sultats obtenus par C. Bertolin [Be] dans le cas ge´ne´ral.
(4) SoientM la re´alisation de Betti surQ d’un 1-motif surC, Mˇ = Hom(M,Q(1)) celle de
son dual de Cartier, et <,>M : M⊗Mˇ → Q(1) l’accouplement canonique. L’isomorphisme
de bidualite´ i : M → (Mˇ).ˇ est alors donne´ par < x, ξ >M= − < ξ, i(x) >Mˇ . Le transpose´
ψˇ d’un morphisme ψ : M → Mˇ ve´rifie donc, en terme de la transposition usuelle sur les
espaces vectoriels: ω(ψˇ) = −t(ω(ψ)).
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Appendice
Nous reprenons le cadre ge´ne´ral du §1 relatif a` la cate´gorie abe´lienne T, dont on
fixe les objets A,B,N et les 1-extensions M1,M2. Notons Ext(Q,P ) la cate´gorie des 1-
extensions dans T de Q par P , et Extpan(M2,M1) celle des extensions panache´es deM2 ∈
Ext(B,N) par M1 ∈ Ext(N,A). Comme annonce´ dans le texte, l’action de Ext
1(B,A)
sur Extpan(M2,M1) peut se de´crire des deux fac¸ons e´quivalentes suivantes.
Lemme A.1 : soit M une extension panache´e de M2 par M1 . Pour toute extension
U de B par A , les sommes de Baer M + j∗U dans Ext(B,M1) et M + ̟
∗U dans
Ext(M2, A) de´finissent des extensions panache´es MU et M
U de M2 par M1, relie´es par
un isomorphisme canonique dans Extpan(M2,M1) .
De´monstration : les morphismes j et ̟ sont ceux du diagramme du §1 relatif a` l’extension
panache´e M , dont nous reprenons e´galement les notations j˜ = ι˜oj et ˜̟ = ̟oπ˜. Soit par
ailleurs
0−→A
i
−→U
p
−→B−→0
la suite exacte correspondant a` U . Alors (et en supposant pour faciliter la lecture que les
objets de T sont des modules sur un anneau), MU :=M + j∗U =M ×
M1
B (U ×
A M1) est
repre´sente´ par
{(m, u,m1) ∈M × U ×M1 , ˜̟ (m) = p(u)}
{(−ι˜(m1),−i(a), j(a) +m1) , m1 ∈M1, a ∈ A}
≃
{(m, u) ∈M × U , ˜̟ (m) = p(u)}
{(j˜(a),−i(a)) , a ∈ A}
,
tandis que MU :=M +̟∗U =M ×AM2 (U ×B M2) est repre´sente´ par
{(m, u,m2) ∈M × U ×M2, π˜(m) = m2, p(u) = ̟(m2)}
{(−j˜(a), i(a), 0) , a ∈ A}
≃
{(m, u) ∈M × U, p(u) = ˜̟ (m)}
{(−j˜(a), i(a)) , a ∈ A}
.
Notons F le T-isomorphisme canonique de MU vers M
U auquel l’e´galite´ des termes de
droite conduit.
La structure de 1-extension de MU ∈ Ext(B,M1) est donne´e par
M1 →MU : m1 7→ (ι˜(m1), 0) ; MU → B : (m, u) 7→ ˜̟ (m) = p(u).
En composant le premier morphisme avec j, on voit que MU est naturellement muni d’une
structure de 1-extension de M2 par A, soit MU ∈ Ext(M2, A), donne´e par :
A→MU : a 7→ (j˜(a), 0) = (0, i(a)) ; MU →M2 : (m, u)→ π˜(m).
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Ces morphismes permettent d’inscrireMU dans un diagramme de type (1), et en font donc
une extension panache´e deM2 parM1 (dont la notationM ∗U du texte repre´sente la classe
d’isomorphisme). Un calcul similaire sur MU entraˆıne alors que F : MU → M
U induit
l’identite´ sur M1 et sur M2; c’est donc bien un isomorphisme dans Extpan(M2,M1).
Hom(B,A)
(5)
y̟∗
Hom(M2, A)yι∗
Hom(N,A) −→ Hom(N,M1)y(.)∗M2
y
Hom(B,A)
j∗
−→ Hom(B,M1)
π∗−→ Hom(B,N)
(.)∗M1
−→ Ext1(B,A)
j∗
−→ Ext1(B,M1)y
y̟∗
y
Hom(M2, N) −→ Ext1(M2, A) −→ Ext1(M2,M1)
En de´pit du lemme A.1, la construction asyme´trique de la classe d’isomorphisme
M ∗ U ∈ Extpan(M2,M1) donne´e par MU (resp. par MU ) peut faire penser que l’action
de Ext1(B,A) sur Extpan(M2,M1) passe au quotient par l’image de Hom(B,N) (resp.
Hom(N,A)) dans Ext1(B,A) : voir la quatrie`me ligne (resp. colonne) du diagramme (5)
ci-dessus. Le lemme suivant (ou son analogue pour MU ) montre qu’il n’en est rien.
Lemme A.2 : soit f ∈ Hom(B,N), et soit U = f∗M1 ∈ Ext(B,A), de sorte que j∗U ∈
Ext(B,M1) est munie d’une section canonique sf . Soit de plus F :M
∼
−→MU :=M + j∗U
le Ext(B,M1)-isomorphisme attache´ a` sf . Alors,
i) F induit sur M2 l’automorphisme idM2 − ι ◦ f ◦̟;
ii) M et MU sont isomorphes dans Extpan(M2,M1) si et seulement si f se rele`ve
en un morphisme de B vers M1, auquel cas la classe de U dans Ext
1(B,A) s’annule.
De´monstration : i) avec les conventions de la preuve pre´ce´dente, l’extension triviale j∗f
∗M1 =
M1 ×A (M1 ×N,f B) est repre´sente´e par
{(m′1, m1, b) ∈M1 ×M1 ×B , π(m1) = f(b)}
{(j(a),−j(a), 0) , a ∈ A}
,
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qui admet pour section sf : B → j∗f
∗M1 : b 7→ (−µ1, µ1, b), ou` µ1 ∈ M1 de´signe un
e´le´ment quelconque de la fibre de f(b). De meˆme, MU = M + j∗f
∗M1 ∈ Ext(B,M1) est
repre´sente´ par
{(m,m1, b) ∈M ×M1 ×B , ˜̟ (m) = b, π(m1) = f(b)}
{(j˜(a),−j(a), 0) , a ∈ A}
≃
{(m,m1) ∈M ×M1 , π(m1) = f( ˜̟ (m))}
{(j˜(a),−j(a)) , a ∈ A}
,
et l’isomorphisme F :M →MU associe´ a` sf par
m 7→ F (m) = (m− ι˜(µ1), µ1), pour tout µ1 tel que π(µ1) = f( ˜̟ (m)).
On ve´rifie que F est bien un morphisme deExt(B,M1). Par ailleurs, la structure d’extension
de M2 par A que porte MU est maintenant donne´e par
A→MU : a 7→ (j˜(a), 0) = (0, j(a)) ; MU →M2 : (m,m1)→ π˜(m).
Par passage au quotient par A, F induit un Ext(B,N)-endomorphisme F˜ de M2,
qu’on peut expliciter comme suit. Soit m2 un e´le´ment de M2, d’image b = ̟(m2) dans B,
et soient µ (resp. µ1) un e´le´ment de la fibre de M (resp. M1) au-dessus de b (resp. f(b)).
Alors, π(µ1) = f(b) = f( ˜̟ (µ)), donc F (µ) = (µ− ι˜(µ1), µ1), et
F˜ (m2) = π˜(µ− ι˜(µ1)) = m2 − ι(f(b)) = m2 − ιf̟(m2).
Ainsi, F˜ = idM2 − ι ◦ f ◦̟.
ii) les extensions panache´es M et MU sont isomorphes si et seulement s’il existe un
T-morphisme F ′ :M →MU induisant l’identite´ surM1 et surM2. En particulier, F−1◦F ′
est alors un Ext(B,M1)-automorphisme de M , et il existe un e´le´ment g de Hom(B,M1)
tel que F−1 ◦ F ′ = idM + ˜̟ ◦ g ◦ ι˜. Dans ces conditions, F ′ re´pond a` la question si et
seulement si le morphisme F˜ ′ qu’il induit sur M2 est l’identite´. Comme ˜̟ ◦ g ◦ ι˜ induit
̟ ◦ π∗(g) ◦ ι sur M2, de sorte que F˜ ′ = idM2 +̟ ◦ (π∗(g)− f) ◦ ι, cela revient a` demander
que f appartienne a` l’image de π∗ dans Hom(B,N). La dernie`re assertion de´coule du
diagramme (5).
On de´duit aise´ment de ce lemme que l’action de Ext1(B,A) sur Extpan(M2,M1) est
bien
- libre : soit U ∈ Ext(B,A) tel que les extensions panache´es M et MU soient isomorphes.
En particulier, leurs classes dans Ext(B,M1) co¨ıncident, donc il existe f ∈ Hom(B,N)
tel que U = f∗(M1) dans Ext
1(B,A), et on conclut par le Lemme A.2.ii ;
16
- et transitive : soientM etM ′ deux extensions panache´es. Leurs images dans Ext1(B,N)
co¨ıncident, donc il existe une 1-extension U ′ de B par A telle que M ′ et MU ′ =M + j∗U
′
soient lie´es par un Ext(B,M1)-isomorphisme Φ. Le Ext(B,N)-automorphisme Φ˜ de M2
induit par Φ est de la forme idM2+ι◦φ◦̟, ou` φ ∈ Hom(B,N), et le Lemme A.2.i entraˆıne
que M ′ est isomorphe dans Extpan(M2,M1) a` MU , ou` U = U
′ + φ∗(M1) ∈ Ext(B,A).
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